DS de mathématiques n°2 v=(1)-m

Sommes, trigonométrie, nombres complexes,

fonctions réelles — Corrigé P
3 3
Noté sur 109pts £5 pts pour le soin et la clarté, = ( ) + < >
puis la note est ramené sur 20 en multipliant par 20/50 1 3
—34+1=
Exercice 1 — Calcul de sommes binomiales
Soit n € N*. On veut donner une expression simple de Vi — Z 5
i 2% — 1
- 2n , " /on k=1 /
s=() o == (V<)
k=1 k=0 1 3 5
On pose =5+10+1
U_E(Qn—l) SRR <2n—1> = [16]
n — n —
=0 2k —1 2k =1 On peut conjecturer que U,, =V}, pour tout n € N*.

2) a) Rappeler (sans la démontrer) la formule de symétrisation du
coeflicient binomial.

U, = <1> = Pour tout k € Z et tout m € N, on a
m\ [ m
k) \m—k

b) En déduire, grace au changement d’indice j = n — k dans U,

3 3 _
_ que U, =V,.
(6)+ ()

1) Calculer U, et V,, pour n € {1,2,3}. Que peut-on conjecturer ?

=1+10+5

=[16]
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On a

j=1
B i 2n — 1 )
= 2n—1—(25-1)
B " /on — 1>
j=1 2j—1
= Vn

3) a) Ecrire U, et Vj, sous forme développée, en faisant apparaitre
leurs trois premiers et leurs deux derniers termes.

<2n — 1> <2n — 1) (2n = 1)
1 3 5
2n—1 2n —1
o (2715) N (2n1>
(2n—1 2n —1 2n—1
m( U>+< 2)+< 4)+
2n — 1 2n —1
o <2n — 4) o (2n — 2)

b) En déduire que U, +V, = 2*"71.

En sommant les deux identités précédentes, on obtient :

2n —1 2n—1 2n—1
Mﬁ%( 0)+(]>+<2 >+”
n 2n —1 n 2n—1
Qn -2 2n —1
-7
o0 J
_ Z <2” )1‘;12711‘;
=0 J

1 + 1)27171

=

[ﬁ

—~

4) En déduire U, et V,, en fonction de n.
Par la question b) , on a V,, = U, et donc, par la question préce-
dente,
Uy +V, =221
= 2U, = 2*""!
— U, =222

G. Peltier 3/21

Ainsi, U, =V, = 222 =

—1
5) Soit m € N*et j € {1,--- ,m}. Montrer quej(n,l) —oz,,,,<n,I 1),
J J =

avec ay, un réel qui dépend uniquement de m que l'on précisera.

‘<m> m!

J =) X

J JHm = j)!
m!

(= Dim —j)!
(m—1)!

G-=DIx[m—-1-(G-1)
m—1
_mx<w4)

d’ott le résultat avec a,,, = [m].

=m X

6) En déduire que S,, = nV,,, puis la valeur de S,,. On pourra exprimer
le résultat en fonction d’un réel oy, avec une valeur de m bien choisie
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si lexpression de oy, n’a pas été trouvée en question précédente.
On a, par la question précédente :

7) a) Rappeler (sans la démontrer) la formule du triangle de Pascal.
Pour tous j € Z et m € N, on a

m m m—+1
)+ =1 .
J J+1 Jj+1

b) En retirant un terme de la somme de U, et un terme de la somme
de V,,, en déduire que S/, = U, + V,,, puis la valeur de S/,.

n—1
2n—1 2n—1
U?l ‘/Il
= )2 (M)
n—1 n—1
2n —1 2n—1 2n—1 2n —1
(n—1)+11<2k7—1)+zl< 2k> < 0 )
— [/2n—1 on —1
Sl C)]

|

(1)
)2 () ()

> (3)

/
7

N

I
—
+
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I Ainsi, S, = U, +V,, = par la question b) .
Exercice 2 — Meéthode de Cardan

On considére deux complexes non nuls p et ¢, ainsi que ’équation
(E) d’inconnue z € C :

(E): B 4pr+q¢=0
On considére aussi 'équation (P) suivante d’inconnue Z € C :

»
P): Z*+qZ —
(P) +q 27 =0
Soit U et V' les racines complexes de (P). Soit u € C tel que u* = U.
3
1) Justifier que UV = —% et U+V =—q.

3

Comme U et V sont les racines de Z% + qZ — 5—7 on a

3

__ P - _
=]

2) Dans cette question uniquement, on suppose U = 2 + 2i. Déterminer
toutes les valeurs possibles de w.

Ona:
U=2+2i

_2\/(\f f)

c’est-a-dire

‘ V26T, \/iei%ﬂ, V2l

3) Montrer que u # 0. Dans la suite du probléme, on pose v = 3—p
U

Supposons par I'absurde que u = 0. Alors U = u* = 0. Ainsi,
%

=0
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I donc p = 0, ce qui est une contradiction. Finalement, .

4) Calculer w*v®. En déduire que v* = V.

On a

,3373_£37_ﬁ7 — 3
u’v —u( 3u> = 27—UV—uV

Comme U = u* # 0, on peut diviser par u® : on obtient .
5) En déduire la valeur de u® + v®.
I Par la question 1 et la question 4, on a u® +1* =U+V =

6) Montrer que u + v est solution de (E).
On substitue z par u + v dans (E) :

(u+v)’ +plutv)+q

u® 4 3u*v + 3uv? + 0* + p(u+v) +q
=U+V +3uww(u+v)+plu+v)+q
—q+ (Buv +p)(u+v)+gq

(3 (-2) )0

u
=0x(u+v)=0

Finalement, u + v est solution de (F).

7) Onpose j = e’ Montrer que ju+j%v et j*u+jv sont aussi solutions
de (E).

Montrons que ju+j%v est une solution de (E). Comme j° = e
1,ona

24 —

(ju+ %) + p(ju+ %) +q
= (ju)’ + 3(ju)*j%0 + 3ju(5%0)* + (5%0)° + p(ju + j*v) + ¢
= %’ + 35" + 35%uv? + 5% + p(ju + j*) + ¢
= u® 4 3juv + 35%uv® + 0* + p(ju + j%v) + ¢
U+ V + 3uv(ju + 5%0) + p(ju + 5%0) + ¢
= —q+ (3uv + p)(ju + j%v) + ¢
=0x (ju+j*v) =0

D’oti le résultat. Montrons maintenant que j*u4 jv est une solution

de (B).

(7%u + jv)* + p(5%u + jv) + ¢
= (7%u)’ +3(7*u)*jv + 37%u(jv)* + (jv)’ + p(*u + jv) + ¢
= %3 + 350 4 35%uv® + 7303 + p(5Pu + jv) + ¢
= u® 4 35%u*v + 3juv® + 0* + p(jPu + jv) + ¢
=U+V + 3uw(j*u + jv) + p(j*u + jv) + ¢
= g+ (uo+ )P+ o)+
=0 x (ju+jv) =0

Finalement, j%u + jo est une solution de (E).
8) Application 1 : on prend p = —3 et ¢ = 1.

a) Calculer une des valeurs possibles pour chacun des complexes U,
V, uet v. Quel que soit le choix réalisé pour chaque compleze,
cela conduira au méme résultat pour la question suivante.

U et V sont les racines de

_9\3
ZQ+1><Z—( 3) =72+ Z+1

27
Le discriminant est A = 1 — 4 = —3. Les racines sont donc
—14+17+/3 —1—1i+/3
7 - %ﬁ ot Z, — %

j 2m — i ..
On remarque que Z; = €' et Zy = Zy = e '3. Ainsi, on
peut prendre

U:ei%ﬁ: Vze’i%:

Comme u est une racine cubique de U, on peut par exemple

prendre
2ir
u=\e"

Pour cette valeur de u, on a alors

_ 2ir

V=—=—=1€
3u  u

b) En déduire les solutions de 2* — 3z +1 = 0.

Par les questions précédentes, on a donc 3 racines de 2 — 3z +

G. Peltier 7/21

2im _ 2im 2m
Zi=ut+v=e9 +e 9 =|2cos 3
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Pour z,, on remarque que v =7 et j2 = 4, si bien que

20 = ju+ j* = ju+ ju = 2Re(ju)
= 2Re <€2%627") — 9Re (e%ﬂ)

8w
:2 _—
cos(g)

Pour 23, on remarque que jv = j2u, si bien que

23 = j2u + ju = j2u + j2u = 2Re(5%u)
= 2Re (6417’7(52‘17;() — 9Re (61%’”>

147
=|2cos | —

2) Application 2 : on cherche les solutions de 'équation d’inconnue z €

(EQ): 2+ (6+3i))2* + (6+12))x —3+8i =0

a) On pose z =z + a avec a € C. Trouver a tel que z vérifie une
équation de la forme 2° + pz + ¢ = 0. Déterminer p et ¢.
Avec x =z —a,on a

0

2° + (6 + 3i)z® + (6 + 12i)x — 3 + 8i

(z—a)* 4+ (6 +3i)(z —a)* + (6 + 12i)(z —a) — 3+ 8i

= 2% —3a2? + 3a%z — a® + (6 + 3i) (2% — 2az + a?)
+(6+12i)(z —a) — 3+ 8i

= 2"+ (=3a+ 6+ 3i) 2> + (3¢ — 12a — 6ai + 6 + 12i) z

—a® + (64 3i)a> — a(6 + 12i) — 3+ 8i

Le coefficient en z? s’annule si et seulement si

-3a+6+3i=0 & —a+2+i=0 <

Pour cette valeur de a, on a donc

P 4prtqg=0

avec

p=3a® —12a — 6ai + 6 + 12i
=3[(2414)° —4(2+14) — 22 +1)i + 2 + 4i]
=3[4+4i—1—8—4i—4i—2"+2+4i]
=3[4—1-8+4]

=[3]

q=—a’+ (6+3i)a® — a(6+ 12i) — 3 +8i

=24+ +32+)(2+i)* —6(2+i)(1+2i) —3+8i
202+4) —6(2+4i+i—2)—3+8i
=2(8+3x4i+3x2*+4") —6x5i—3+8i
=2(2+12 —i)—3—22i
=4422 —3—22

=[1]

b) Résoudre (EQ).

On cherche les racines de 23 4+ pz 4+ g avec p =3 et ¢ = 1. On
cherche donc les racines du polynome z* —3z+41 = 0. Or, par
la question 8.b), ces racines sont :

2 14
z1 = 2cos (;T) 29 = 2C0S (8;r> 23 = 2C0S (97r>

Or, par la question 9.a), pour tout x € C, z est solution de
(EQ) si et seulement si o + a est racine de 2* — 32+ 1 = 0.
Ainsi, les solutions de (EQ) sont

S =< 2cos 2 —a, 2cos o7 —a, 2cos m —a
9 9 9

Exercice 3 — Sommes trigonométriques

Soit n

Sp(a

€ Net (a,b) € R% On pose

,b) = Z cos(ak + b) et  T,(a,b) = Z sin(ak + b)
k=0 k=0
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Partie I — Une formule fondamentale et ses consé-
quences

1) Calculer S, (a,b) et T,,(a,b) lorsque a € 27Z.

Comme a € 277, il existe k' € Z tel que a = 2k’ (la lettre k sera
déja prise dans la somme!). Donc :

Sn(a,b) = cos(2k'mk + b)
k=0
= Z cos(b) (car cos est 2m-périodique)
k=0
=|(n+1)cos(b)

De méme
T.(a,b) =|(n+ 1)sin(b)

2) On suppose dans cette question que a ¢ 27Z.
a) Calculer S,(a,b) +1iT,(a,b), puis établir que

Sp(a,b) = Smsi(rl(7g))a)cos (% + b)

T.(a,b) = mSI(:l(El))a) sin (ﬁ + b)
2

n

Sn(a,b) +iT,(a,b) = [cos(ak +b) + i sin(ak + b)]
k=0

n
_ E el (ak+Db)

k=0

n
_ E ezakezb
k=0
n

_ eibz (em>k

k=0

Comme a ¢ 277, on a e¢'* # 1. Ainsi,

» 1— (()7',(1)114»1
: __ ib -
S,,,((],, b) + ZT,,(G/, b) =e X 1_76”1
_ gi(n+l)a
_ v 1—e
1 —efa
s (n+Da , . (n+l)a < (nt1)a
o o e _ it
=e'’ x RS —
e's(e7's —e'3)
9 sin <(n+l)a>
_ ib RS 2
=e'xe?T X — L

—2¢ sin (‘—21)
sin ((ngl)a)
_ i)
s (3)
On en déduit que

Sn(a,b) = Re(Sy(a,b) +iT,(a,b))

. sin ((nw;l)u)
— Re el,(EII,JF[)) %

sin (%)

sin (LZUG)
—————% xRe (ei(%”’))
B a
sin (%)
sin (Lgl)“

=|—————2% X CoS (nﬁa + b)
N sin (%) A2

On trouve de méme

To(a,b) = Im (S,(a,b) +iT,(a,b))

sin ((n+1)a) . na
=|——F X 5111(7+b>

i (@
Sin (z)

)

b) Retrouver la formule de S, (a,b) sans utiliser les nombres com-
s . . a
plexes, en transformant I'expression 2 sin (§> cos(ak + b) par

une formule trigonométrique.
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2sin (g) Sy(a,b)
= i 2 sin (g) cos(ak + b)

k=0

n

n ' a ' a
:;sm (ak+§+b) —|—Zs1n (—ak+§—b)

k=0
a a
:/1711(77 b) /1171(_77_1))
G o)t @3
n+1)a
s1n(7( 2)> ) (n/a+a+b>
== Xsin|{—+ —
sin (%) 2 2

. n+1
sin (_(n+ )a

’ ) xsin(—%—t—g—b)

sin (f%) 2 2
. (n+1)a
sin (7)
= 7/ ’ X sin ((n + La + b)
sin (%) 2

B (n+1)a
sin (T) . ((—=n+1)a
+————L Xsin|——-—b
sin (%) 2

- (n+1)a

S ( 2 ) . ((n+1a . ((—n+1)a
= X [sin|———+0b) +sin | ——— —b

sin (%) 2 2

Or, pour tous p,q € R, on a

sinp + sing = 2sin <p+q) cos (pq>

2 2
1 — 1
D’oflavccp:(n—i_T)a—l—botq:(TZ%)(l—b,ona:
pta_a p-g_na
2 2 2 2

de sorte que

“in <(n+1>a N b) +sin <<n+1>a B b)
2 2
. a . na
=2sin (E) sin (? + b)

3) Soit n

Finalement, on obtient :

2sin (g) Sy(a,b)

sin (—(7121)'1) “ na
=——— % x 2sin (5) sin (— + b)

sin (%) 2

a
de sorte qu’en divisant par 2sin (5) qui est non nul (car
a ¢ 2w7Z), on trouve le résultat voulu.

Autre méthode : on peut simplifier le calcul ainsi :

k=0

+b)—$n@u—g+b”

— [sin (k—)—l)a—%—o—b)—sin(lm—%—i—b)}

k=0
n
) a
= (Up41 — ug) avec uy, = sin ( ka — 3 +5b
k=0
= Upy1 — Ug par télescopage

(+3)
p=|n+=-)a+b
avec p 2

=——1D
=3
‘*q)cos p—q
} 2
. ((n+1)a na
= 2sin <2 cos (7+b)

et on conclut de la méme fagon.

=sinp +sing

= 2sin (p

>2etbeR.

a) Linéariser cos®§ pour 6 € R.
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Ainsi, dans ce cas,
; eif 4 o-ib 3 C, =10]
cos’(0) = | ————
2 . 6 2
1 y o e Sin = 3, alors e 21 € 277 et . ¢ 2n7Z. Par la
S (€% +3e" + 37" e ) question a) ,
1
=3 (2cos(30) + 3 x 2cos(#)) 5 sin (n 277) (n— 1)
1 3 Cp =ncos(b) + — - ———5—<>cos ( no4 b)
=17 cos(30) + 1 cos @ 4 sin () 2
=3cos(b)+0  carsin(m) =0
e =|3cos(b
- L ot [3cos()
b) En déduire la valeur de la somme C, = Zcos b+ — ).
0 n Finalement :
On discutera selon la valeur de n. o 3cos(b) sin=3
"o sin#3

n—1
B 3 2km
Cn—;cos (b+7z )
Partie I — Noyaux de Dirichlet et de Fejér

N[ e (a0 SFTY B e (0 2k
- Z 4 o8 + n + 4 cos |\ O+ n Dans cette partie, n désigne un entier naturel non nul et x un réel
k=0 n’appartenant pas a 27Z. Pour k € N, on pose

n—1

n—1
1 61 3 2
=— cos | —k+3b)+- g cos | —k+0b k n-1
3 (ﬂ ) 4 <n ) Dy(x)= Y € et F :1§ D
=0 k() e e () . e()

k=0
1 6 3 2 j==k k=0
:*Snf] <7T 3b> + 7Sn71 (W-, b)
4 " 4 n 4) Montrer que Dy(z) est réel et que
On disjoint les cas :
. 67 ) k sin (Lk;l)w)
e Sin # 3, alors — ¢ 277, et par ailleurs comme n > 2 on Di(z) =1+ QZCOS(jx) _ ( )
n : T
2 — sin (5
a il ¢ 277Z. Ainsi, par la question a) =t
n r On a
. nx=r
sin _1)\6x . o i o
c, =1 ( - ) cos ((n D +3b> Dy(x) = ! CR7 4 g CRDr g i
4 S111 (%) 2 +1+6i1:+”.+cikm
. n 2r K . . P i L
+3 Sin (T") (,n_l)z,i;_._b :1+(el,,lr+c l,,l,)+“.+(e/,k.1,+€ ;,L,,l,)
- —————~%>cos | —*~
4 sin (%) 2 =1+42cos(z)+ ...+ 2cos(kz)
OI‘, k
bn =/14+2) cos(jr)
n x J
sin ( 5 z ) =sin(37) =0 ;
, 2
sin X sint =0 En particulier, Di(x) est un réel puisque tous les termes de cette
somme sont réels. Enfin, par la question a) , comme z ¢ 27Z, on
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a Par la question précédente,

k -1
Zcos(jr) = Sp(z,0) — 1 F(x) = ! Z Dy(x)
J=1 "=

< ‘ ) . el ((2k+1);r>
:,Zxcos($>—1 :l u
sin (g) 2 i

sin ((k+1);1:

k=
Donc 1 nl
= Y Sin (km + )
sin ((kgl)a:) . 7 s (5) k=0 2
Di(z)=1+2 wxcos()—l _ 1 T (xZ)
sin (5) 2 1 sin (1) =1\ T g
2
1 ) k+ 1z kx
—1+—F+ X 2sin <(>> cos () Or, comme z ¢ 277, par la question 1.a)
sin (2) 2 2
Or, on sait que pour tous réels p, q : Fo(z) = 1 . S (7) G ((n=Dz x
nsin (3) sin (%) 2 2
2sin(p) cos(q) = sin(p + ¢) + sin(p — q) 1 sin (%) | (nr)
=— sin | —
donc . sin (5)2 2
kA4 1)z k: 2% + 1). : in (22)\
2sin ((_‘_)T> cos <r> = sin <(+)r) + sin (E) _ 1 [sin ( 2 )
2 2 2 2 n \ sin (ﬁ)
d’ou
1 2% L1 ' 6) Montrer que
Dy(z) = =1+ ——< X {sin @kt Dz + sin (E)
sin (%) 2 2 i | [ sin? (ﬂ)
. ‘ 2
(241 n—jlcos(jr) = s | —5 7 — N
_jon (#52) o=t (3 )
n 3 -
On remarque que, par la question précédente, on a
5) En utilisant un résultat de la partie I, montrer que nFy(x) = sin’ (%)
2 T e
Fulx) 1 (sin (%) .
n Tr)=— N
n \ sin (%) et donc 5 (nF,(z) — n) est le second membre de la relation voulue.
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Or,

25 (30 )
<§1+QZZCOS (jx) —n)

k=0 j=1
n—1

*ZZCOb jx)
k=0 j=1
n—1 n—1
:ZZCOS(]’:L')
J=1 k=j
n—1

—ZCOb (jx) Z

=Jj
n—1

=> cos(jz)(n—1—j+1)
j=1
n—1

=D _(n—j)cos(jz)

On a donc démontré le résultat voulu.

n—1
7) En déduire une expression de Zj cos(jx).
j=1
On remarque que
n—1
> (n— j) cos(jz)
j=1
n—1 n—1
=n Zcos(j.r) Z jcos(jx
J

G. Peltier
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D’ou par la question précédente :

n—1
Zj cos(j)

—anoq jx) Z(n—j)cos(jm)
(D)= 1) — % (S:;(g)) - n>

3
w
=
=
/N
~
=
5
o SN—
| wm
=<8
=
=
~—~
Lol
SN—
w
=<8
=
=
o
—
|3
SN—

8) Montrer que pour tout y € R :

n—1 . 1
1-Z -
1( )cosyy) ~3

<.

Ona:

£ (12t

J=1

(n = j) cos(jy)

On disjoint les cas.
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e Siy ¢ 277, on peut uiliser la question 6) pour obtenir :

1 . .
0 2 (n — j) cos(jy)
j=1
> 11 sini(%) o
n 2\ sin (g)
1 sin? (L)
> — 2. —
~ 2n sin? (%)
S 1
>3
s ()
car o " (%) > 0.
e Siy € 277, alors
n—1 ] n—1 ]
1—) cos(jy) = (1—) >0
(3 2\

Dans tous les cas, on a bien le résultat voulu.
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